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ZUSAMMENFASSUNG. Die Wahl eines optimalen Stichprobenumfanges wird
als Entscheidungsproblem im Bayes’schen Kontext dargestellt. Wir be-
trachten insbesondere einseitige Tests mit Schadenfunktionen, deren Inte-
grale die Gestalt von partiellen Momenten annehmen. Die Situation im
Gauflimodell wird genauer analysiert und ein Beispiel mit konstanter Scha-
denfunktion, also ein , klassisches“ Testproblem, prasentiert. Bemerkungen
zur numerischen Bestimmung der Verteilungsfunktion der bivariaten Nor-

malverteilung beenden den Artikel.

Uberarbeitete Fassung eines Vortrages, gehalten am 22.5.1991 im Rahmen der , Pfingst-

tagung® der Deutschen und der Osterreischischen Statistischen Gesellschaft in Innsbruck.
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1. PRAPOSTERIORIANALYSE

Aus Bayes’scher Sicht stellt sich die Wahl des optimalen Stichprobenumfangs
zur Losung eines Entscheidungsproblemes unter Risiko auf natiirliche Art selbst
als Entscheidungsproblem unter Risiko dar. Es sei das zu analysierende Problem
charakterisiert durch den Aktionsraum %I, den Zustandsraum ©, die a priori Wahr-
scheinlichkeitsverteilung mit Dichte m(¥) und die Schadenfunktion s(a,?); siehe
etwa MARINELL (1987) fiir eine ausfithrliche Erérterung. Wir wollen voraussetzen,
daf die Schiden Opportunitatskosten darstellen, d.h. s(a, ) ist genau dann 0, wenn
a die korrekte Entscheidung bei Zutreffen des Umweltzustandes ¢ ist. In diesem
Kontext empfiehlt die Bayes’sche Entscheidungsregel jene Handlungsalternative a,,,

zu wihlen, die den Schadenerwartungswert

SE,s)(a) = E[s(a, 0)] = /@5((1,19) () dv
minimiert. Wir betrachten die Situation, in der ® C R ein skalarer, reeller Pa-
rameter der Verteilungsfunktion F(-|9) der unabhingigen und identisch verteil-
ten Zufallsvariablen X, Xo,..., X,,... ist und bestimmt werden soll, wieviele X;
tatsdchlich zu beobachten/erheben sind. Der Aktionsraum des ,vorgelagerten“ Ent-
scheidungsproblems enthilt also gerade die nichtnegativen ganzen Zahlen.

Fiir das folgende wollen wir voraussetzen, dafl eine eindimensionale, suffiziente
Statistik X = X(Xy,...,X,) fir ¥ existiere, die wir der Finfachheit halber als
stetig annehmen wollen. X sei deren Trigermenge.

Nehmen wir einmal an, die Daten = X (z4,...,,) stiinden schon zur Verfiigung.
Die darin und in der a priori Verteilung enthaltenen Informationen lassen sich iiber
die Bayes’sche Formel zur Posterioriverteilung ,verschmelzen“. Bezeichne f(z|?)

die Dichte der suffizienten Statistik X, dann ist

(1) fe)= [ falo)- =) dv
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die Dichte der Prddiktivverteilung und

f(z]9) -7 (D)
f(z)

jene der a posteriori Verteilung. Zur Bestimmung der nunmehr von der Beobachtung

T(d|x) =

x abhidngigen optimalen Aktion a,,(z) ist der Schadenerwartungswert SEq . (a)
beziiglich der a posteriori Verteilung zu berechnen und zu minimieren.
(1) 148t sich zur Berechnung des Schadenerwartungswertes SE(n) fiir die Ziehung

einer Stichprobe der Linge n heranziehen. Der dazu relevante Teil des Zustands-
raumes ist das kartesische Produkt X x © mit der durch f(z|?)  7(?9) = f(z,9)

bestimmten Verteilung. Damit ist
SE(n):/@ [/% S(nyaoy(a),9)- f(z]9) dw] 7 (9) dv
:/J/@ S(n,aopt(x),ﬂ)-ﬂ(mx)dﬂ] () da.

Die Schadenfunktion 5 sei der Gestalt

(2)

S(n,a,?)=s(a,?)+ c(n),

wobei ¢(n) die Kosten fiir eine Stichprobe vom Umfang n sind. Damit ist in kom-

pakter Schreibweise

(3) SE(n) = B [SExje)(@op())] + c(n).

Die Bayes’sche Entscheidungsregel liefert — zumindest im Prinzip — das optimale
Nopt -

Die Differenz aus Schadenerwartungswert der anhand der a priori Verteilung be-
stimmten optimalen Aktion a,,; und dem mittleren Schadenerwartungswert fiir die
unter Beriicksichtigung der Stichprobeninformation berechneten optimalen Aktio-

nen ao(z),
(4) EWSI(n) = SEx(9)(@ope) — E [SEr(sja(ope(2))]

heilt Frwarteter Wert der Stichprobeninformation. Subtrahiert man davon noch

die Kosten fiir die Erhebung der Stichprobe, erhdlt man den Frwarteten Nettowert
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der Stichprobeninformation,
ENSI(n) = EWSI(n) — ¢(n).

ENSI(n) ist nach oben durch den Erwarteten Wert der Perfekten Information EWPI
beschriankt: Weil s Opportunititskosten darstellen, ist der Schaden fiir die optimale

Aktion bei Kenntnis des ,wahren“ Umweltzustands gleich 0, damit ist

EWPI = SEs)(aopt) — Hleléll s(a, ) - (V) dv
® a
= SEﬂ'(ﬂ)(aopt)
und es gilt

(5) ENSI(n) = EWPI — SE(n).

Damit ist auch sichergestellt, dafl unter recht allgemeinen Bedingungen (2) ein Mi-
nimum bzw. (5) ein Maximum besitzt.

Fiir spater sei noch bemerkt, dafl
EWPI = /qf SE s (opoy(aopt) - () dat.
Wegen (4) gilt damit

(6) EWSI(n) = E [SExs)0)(@opt) — SEr(oje)(@ope(2))] -

2. EINSEITIGE TESTS

Wir betrachen nun einseitige Tests fiir Hypothesen der Gestalt Hy: 9 < 9y und
Hy: 9 > 9 fiir ein ¥y € ©. Der Aktionsraum 2 enthilt damit nur die beiden

Elemente ag, a; mit der Interpretation

@y ... Nullhypothese Hy annehmen,

a1 ... Alternativhypothese H; annehmen.
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Der Erwartete Wert der Stichprobeninformation ist wegen (6) nun

E SE“’ o)\do) — SE?T Ha + falls Aopt = Ao,
(7) EWSI(n) = 4 & PErie)(00) = SEropn(an)] e
B [SEW(ﬂIx)(al) - SE?T(t?|x)(a0)]+ falls Gopy = a7,

wobel wir die Schreibweise
[w]t = max{0,w}

verwenden. Formel (7) 18t sich einfach interpretieren: Eine Stichprobenrealisierung
x, die keine Anderung in der Wahl der optimalen Aktion bewirkt, kann auch keinen
Beitrag zur Verminderung des Schadenerwartungswertes liefern.

Etwas spezifischer betrachten wir Schadenfunktionen der Form

Sy (0 — )" falls @ = ag und 9 > ¥,
s(a,9) = Qs - (9g— 9)* falls a = a; und 9 < 9,
0 sonst,

wobei k eine nichtnegative ganze Zahl ist. Die Schadenerwartungswerte beziiglich

der a priori Verteilung sind

S [0 = 90 - f(9) dO falls @ = ay,
(8) SE(a) = i fi”( )" f(D) alls @ = a
s [70(0 = Vo) - f(W) ) falls @ = ay,

oder mit partiellen Frwartungswerten ausgedriickt:

59 - B3 [(9y — 0)* falls @ = ay,
SE(Q) _ 2 Yo [( 0 ) ] 0
sy B [(0—1)F] falls @ = ay.

Sei Y eine Zufallsvariable mit Dichtefunktion f(y). Ist deren momenterzeugende

Funktion (siehe z.B. GRIMMETT UND STIRZAKER (1982; p. 160))
My (1) = Efexp(1Y)]

= /y; exp(ty)f(y) dy + /Oo exp(ty) f(y) dy

Yo

= My (s y0) + MY (t; yo)
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in einer offenen Umgebung von 0 endlich, dann gilt

dk

G M (05 g0) = B V]

(9) k
2 o0

%Mé (05 90) = B [YF].

Bedenkt man, daf}

Mé?_lg(t, Yo) = exp(Vot) - Mlgl)(—t; o),

M, (1, 9,) = exp(—dot) - M (;9y),

dann 148t sich (8) umformulieren zu

Sq - exp(—dgt) - ﬁMé”(t; Yy) falls a = aqg,
SE(a) = d,glt’“
sy - exp(dot) - %Mél)(—t; Yy) falls @ = ay.
Dies erlaubt in manchen Féllen, die in (8) auftretenden Integrale auf einfachere
Funktionen zuriickzufiihren. So gilt z.B. fiir eine normalverteilte Zufallsvariable ¥

mit Erwartungswert g und Varianz o

d
—M;i)_y(()% Yo) = 0 fn(Yolps0”) + (yo — 1) - Fn(yolp, %),

dt
d2
T ML (0:90) = (g0 = 1) - 0 - (ol o)+ [(90 = 0)* + 07 - Fuv(goli,o”).

3. PRAPOSTERIORIANALYSE DER TESTSITUATION IM (GAUSSMODELL

i sei nun eine a priori normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert p’
und Varianz o/, Es gelte die Hypothesen Ho: p < po und Hi: g > po zu testen.
Die potentiellen Elemente der Stichprobe X, Xs,..., X,,,... seien bei gegebenem p
unbhingige, normalverteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert g und bekannter
Varianz 0%, Die gemeinsame Verteilung des (fiir y suffizienten) arithmetischen Mit-
telwertes X = 1/n-(X1+---+ X,) und p ist dann eine bivariate Normalverteilung

mit Erwartungswert
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und Varianz-/Kovarianzmatrix

2 2
o' o'

V = Var [(X p)'] = (U to/n U/).

Bezeichne n’ = 02/0’2 den hypothetischen Stichprobenumfang, dann gilt fiir den

Korrelationskoeffizienten o von X und g

n

O./
Q: ju— ;
U’2+02/n n+n

und, falls »’ # 0 und V' damit invertierbar ist,

1 n —n
-1 _ .
v L ( )
-n n+n

Unter der Voraussetzung s; = s; = 1 zeigt BERGER (1985; p. 440), daf}

4 pwsin) = -~ =5 (3 57) o = 107 - vi - (00!
= 2-v27- (02 1+ nglz)(m—z)/z . \/ﬁ )

dn
wobei vg4; das (k+1)-te absolute Moment einer Standardnormalverteilung bezeich-

net. Daraus 14t sich der optimale Stichprobenumfang numerisch leicht bestimmen.
RAIFFA UND SCHLAIFER (1961; p. 114 fI') untersuchen lineare Schadenfunktionen.
bie geben eine approximative Formel zur Berechnung von n,,, an und liefern eine

»qualitative* Analyse der Funktion ENSI(n).

Wir betrachten etwas genauer den Spezialfall einer ,konstanten® Schadenfunktion

sy falls @ = ag und p > py,
s(a, ) = Qs falls a = a; und g < po,
0 sonst.

Dies ist insbesondere deshalb von besonderem Interesse, weil sich das klassische
Testproblem in diesen Rahmen einbetten 148t, sieche z.B. MARINELL (1987). Neh-

men wir an, die aufgrund der a priori Verteilung ermittelte optimale Aktion wire
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ag. Wegen (7) ist

(10)EWSI(n) = E [s, - (1~ Fy (po Wz, o)

,u”(af),a”z)) — s, - Fy (,uo

wobel

_ n-p4+n-z
" _

W) = —
der von z und n abhingige Erwartungswert und

2

n+n
die nur von n abhdngige Varianz der a posteriori Verteilung, d.i. die bedingte Ver-
teilung von p gegeben z, ist. Der Ausdruck in der eckigen Klammer von (10) ist
genau dann positiv, wenn

Sa

81+ 89

Fy (,uo ,u”(af),a”z) <

Dies trifft gerade dann zu, wenn z > Z, ist mit

N n' , vn+n
(11) 900:,“04'%'(#0—#)—7‘

Zo " O,

wobei a = s3/(s; + s3) und z, das a-Quantil der Standardnormalverteilung ist.
Zy begrenzt jenen Bereich von Stichprobenrealisierungen, der die optimale Aktion

andert, m.a.W.
{Z|aopi(Z) = ag = aopr } = {2|2 < 7o} und {Z|ay(2) = a1} = {z]z > zo}.

Aus (11) ist zu erkennen, daff der Schnittpunkt Z; mit zunehmender Stichpro-
bengrofle gegen p, tendiert. Der Erwartete Wert der Stichprobeninformation (10)

148t sich nun als Integral iiber die bivariate Normalverteilung berechnen:
(12) EWSI(n) =

(s1+ 89) - /Oo /:o In((@,p)m, V) dp dz — sq /00 Iyl o + o?/n) dz.

Lo

Steigen die Kosten ¢(n) fiir die Erhebung der Stichprobe streng monoton mit dem

Stichprobenumfang n, erhdlt man wegen ENSI(n) < EWPI mit max,{c(n) <



PRAPOSTERIORIANALYSE 9

EWPI} eine obere Schranke fiir den damit auch existierenden optimalen Stichpro-
benumfang.

Zur Mustration betrachten wir ein einfaches numerisches Beispiel: Es sei p a priori
normalverteilt mit Erwartungswert ' = 100 und Varianz o’* = 25. Die Varianz der
normalverteilten potentiellen Stichprobenelemente sei mit ¢? = 100 bekannt, deren
(bedingter) Erwartungswert sei y. Der hypothetische Stichprobenumfang ist daher
n’ = 4. Die zur Entscheidung anstehenden Hypothesen seien Hy: p < 98 und H;:
1 > 98; zu beriicksichtigen sei die ,konstante* Schadenfunktion mit s; = 19 und
s3 = 1. Dem entspricht ein Schadenverhéltnis von o = 0.05. Die aufgrund der a
priori Informationen zu errechnenden Schadenerwartungswerte sind SE(aq) = 0.66
und SE(a,) = 6.55, aq ist also die anhand der a priori Verteilung ermittelte optimale
Entscheidung und es gilt EWPI = SE(a,,;) = 0.66. Nehmen wir des weiteren an, die
Kostenfunktion wire der einfachen Gestalt ¢(n) = 0.01-n, dann ist [EWPI/0.01] =
66 eine obere Schranke fiir n,,,. Wie Abbildung 1 zeigt, besitzt der Erwartete
Nettowert der Stichprobe bei n = 15 ein Maximum und es ist ENSI(15) = 0.12.

Die Berechnung des in (12) auftretenden Doppelintegrals ist ein numerisch dif-
fiziles Problem, insbesondere wenn der Korrelationskoeffizient nahe bei 1 zu liegen
kommt, was aber typischerweise dann der Fall ist, wenn der hypothetische Stich-
probenumfang klein und die a priori Verteilung damit wenig informativ ist.

Die Verteilungsfunktion der bivariaten Normalverteilung mit Erwartungswert m
und Varianz-/Kovarianzmatrix V' 148t sich als einfaches Integral darstellen (vgl.

TonG (1990; p. 15):

(13) Fy(zy,29m, V) =

1 oo V2ol 2+ ay 6, /2 [0l 2+ ay 5
ﬁ‘/—ooFZ( TTdl )FZ( T )-exp(—z)dz,
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wobel

Li —

a; = fir:=1,2,
g
1 fiir p > 0,

0, =
-1 fiir o < 0

und Fy die Verteilungsfunktion der univariaten Standardnormalverteilung bezeich-
net. Gauf-Hermite Quadratur (sieche etwa THISTED (1988, Kapitel 5.3)) bietet sich
als einfach zu programmierendes numerisches Verfahren zur Losung von Integra-
len der Gestalt (13) an, das oft schon mit wenigen Stiitzstellen ausreichend genaue
Losungen liefert. Nach unserer Erfahrung trifft dies im Falle von (13) allerdings
nur fiir gentigend kleine |g| zu — tatsichlich waren zur Berechnung der in Tona
(1990) angefithrten Tabellen 120 Stiitzstellen notwendig, um einen Fehler kleiner
als 107° zu garantieren. Weniger aufwendigen Algorithmen, wie etwa der in Cox
UND WERMUTH (1991) beschriebenen Approximation, mangelt es im allgemeinen
an der erforderlichen Genauigkeit.

Eine attraktive Alternative — sowohl was Programmieraufwand als auch Genau-
igkeit betrifft — findet man in DrREZNER UND WESOLOWSKY (1990). Das dort

angegebene Verfahren berechnet

L($17$2|Q) = / / fN(U17U2|m =0,00 =0y = 179) du;dus

im wesentlichen tiber die Darstellung

(14)
1 ERCAE | 2 — 21 — vz 2y + 2
L(zy,25l0) = g/o Niesrhied 52 du

+ Fz(— max{z,z2}).

Gauf}-Legendre Quadratur und garantiert schon bei 5 Stiitzstellen einen maximalen

Fehler < 3 -107°, was fiir unsere Zwecke ausreichend erscheint.
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Es sei noch bemerkt, dafl das Doppelintegral in (12) der Gestalt

I To—p po—p| [n
\/0'/2-|-(72/n)7 o' n+n
ist. Allgemein 148t sich die Verteilungsfunktion nach Transformation der Integra-

tionsgrenzen iiber

Fy(zi,20m = 0,01 = 05 = 1,0) = L(x1, 2s]0) + Fz(21) + Fz(2,) — 1

berechnen.
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ABBILDUNG 1. Erwarteter Wert und Frwarteter Nettowert der
Stichprobeninformation, sowie Kostenfunktion fiir die Stichprobe-
nerhebung in Abhingigkeit vom Stichprobenumfang fiir das Beispiel

im Text.



