
PR�APOSTERIORIANALYSE BEI TESTVERFAHRENGerhard MarinellInstitut f�ur Statistik, Leopold-Franzens-Universit�atInnrain 52, A{6020 InnsbruckGilg U.H. SeeberDepartment of Statistics, University of FloridaFourth Floor Little Hall, Gainesville, FL 32611, USAZusammenfassung. Die Wahl eines optimalen Stichprobenumfanges wirdals Entscheidungsproblem im Bayes'schen Kontext dargestellt. Wir be-trachten insbesondere einseitige Tests mit Schadenfunktionen, deren Inte-grale die Gestalt von partiellen Momenten annehmen. Die Situation imGau�modell wird genauer analysiert und ein Beispiel mit konstanter Scha-denfunktion, also ein "klassisches\ Testproblem, pr�asentiert. Bemerkungenzur numerischen Bestimmung der Verteilungsfunktion der bivariaten Nor-malverteilung beenden den Artikel.
�Uberarbeitete Fassung eines Vortrages, gehalten am 22.5.1991 im Rahmen der "P�ngst-tagung\ der Deutschen und der �Osterreischischen Statistischen Gesellschaft in Innsbruck.1



2 G. MARINELL UND G.U.H. SEEBER1. Pr�aposteriorianalyseAus Bayes'scher Sicht stellt sich die Wahl des optimalen Stichprobenumfangszur L�osung eines Entscheidungsproblemes unter Risiko auf nat�urliche Art selbstals Entscheidungsproblem unter Risiko dar. Es sei das zu analysierende Problemcharakterisiert durch den Aktionsraum A, den Zustandsraum �, die a priori Wahr-scheinlichkeitsverteilung mit Dichte �(#) und die Schadenfunktion s(a; #); sieheetwaMarinell (1987) f�ur eine ausf�uhrliche Er�orterung. Wir wollen voraussetzen,da� die Sch�aden Opportunit�atskosten darstellen, d.h. s(a; #) ist genau dann 0, wenna die korrekte Entscheidung bei Zutre�en des Umweltzustandes # ist. In diesemKontext emp�ehlt die Bayes'sche Entscheidungsregel jene Handlungsalternative aoptzu w�ahlen, die den SchadenerwartungswertSE�(#)(a) = E[s(a; #)] = Z� s(a; #) � �(#) d#minimiert. Wir betrachten die Situation, in der � � R ein skalarer, reeller Pa-rameter der Verteilungsfunktion F (�j#) der unabh�angigen und identisch verteil-ten Zufallsvariablen X1; X2; : : : ; Xn; : : : ist und bestimmt werden soll, wieviele Xitats�achlich zu beobachten/erheben sind. Der Aktionsraum des "vorgelagerten\ Ent-scheidungsproblems enth�alt also gerade die nichtnegativen ganzen Zahlen.F�ur das folgende wollen wir voraussetzen, da� eine eindimensionale, su�zienteStatistik X = X(X1; : : : ; Xn) f�ur # existiere, die wir der Einfachheit halber alsstetig annehmen wollen. X sei deren Tr�agermenge.Nehmen wir einmal an, die Daten x = X(x1; : : : ; xn) st�unden schon zur Verf�ugung.Die darin und in der a priori Verteilung enthaltenen Informationen lassen sich �uberdie Bayes'sche Formel zur Posterioriverteilung "verschmelzen\. Bezeichne f(xj#)die Dichte der su�zienten Statistik X , dann istf(x) = Z� f(xj#) � �(#) d#(1)



PR�APOSTERIORIANALYSE 3die Dichte der Pr�adiktivverteilung und�(#jx) = f(xj#) � �(#)f(x)jene der a posteriori Verteilung. Zur Bestimmung der nunmehr von der Beobachtungx abh�angigen optimalen Aktion aopt(x) ist der Schadenerwartungswert SE�(#jx)(a)bez�uglich der a posteriori Verteilung zu berechnen und zu minimieren.(1) l�a�t sich zur Berechnung des Schadenerwartungswertes SE(n) f�ur die Ziehungeiner Stichprobe der L�ange n heranziehen. Der dazu relevante Teil des Zustands-raumes ist das kartesische Produkt X � � mit der durch f(xj#) � �(#) = f(x; #)bestimmten Verteilung. Damit istSE(n) = Z� �ZX S(n; aopt(x); #) � f(xj#) dx� � �(#) d#= ZX �Z� S(n; aopt(x); #) � �(#jx) d#� � f(x) dx:(2)Die Schadenfunktion S sei der GestaltS(n; a; #) = s(a; #) + c(n);wobei c(n) die Kosten f�ur eine Stichprobe vom Umfang n sind. Damit ist in kom-pakter Schreibweise SE(n) = E �SE�(#jx)(aopt(x))�+ c(n):(3)Die Bayes'sche Entscheidungsregel liefert | zumindest im Prinzip | das optimalenopt.Die Di�erenz aus Schadenerwartungswert der anhand der a priori Verteilung be-stimmten optimalen Aktion aopt und dem mittleren Schadenerwartungswert f�ur dieunter Ber�ucksichtigung der Stichprobeninformation berechneten optimalen Aktio-nen aopt(x), EWSI(n) = SE�(#)(aopt)� E �SE�(#jx)(aopt(x))� ;(4)hei�t Erwarteter Wert der Stichprobeninformation. Subtrahiert man davon nochdie Kosten f�ur die Erhebung der Stichprobe, erh�alt man den Erwarteten Nettowert



4 G. MARINELL UND G.U.H. SEEBERder Stichprobeninformation,ENSI(n) = EWSI(n)� c(n):ENSI(n) ist nach oben durch den Erwarteten Wert der Perfekten Information EWPIbeschr�ankt: Weil s Opportunit�atskosten darstellen, ist der Schaden f�ur die optimaleAktion bei Kenntnis des "wahren\ Umweltzustands gleich 0, damit istEWPI = SE�(#)(aopt)� Z�mina2A s(a; #) � �(#) d#= SE�(#)(aopt)und es gilt ENSI(n) = EWPI� SE(n):(5)Damit ist auch sichergestellt, da� unter recht allgemeinen Bedingungen (2) ein Mi-nimum bzw. (5) ein Maximum besitzt.F�ur sp�ater sei noch bemerkt, da�EWPI = ZX SE�(#jx)(aopt) � f(x) dx:Wegen (4) gilt damitEWSI(n) = E �SE�(#jx)(aopt)� SE�(#jx)(aopt(x))� :(6) 2. Einseitige TestsWir betrachen nun einseitige Tests f�ur Hypothesen der Gestalt H0: # � #0 undH1: # > #0 f�ur ein #0 2 �. Der Aktionsraum A enth�alt damit nur die beidenElemente a0, a1 mit der Interpretationa0 : : : Nullhypothese H0 annehmen,a1 : : : Alternativhypothese H1 annehmen.



PR�APOSTERIORIANALYSE 5Der Erwartete Wert der Stichprobeninformation ist wegen (6) nunEWSI(n) = 8>><>>:E �SE�(#jx)(a0)� SE�(#jx)(a1)�+ falls aopt = a0,E �SE�(#jx)(a1)� SE�(#jx)(a0)�+ falls aopt = a1,(7)wobei wir die Schreibweise [w]+ = maxf0; wgverwenden. Formel (7) l�a�t sich einfach interpretieren: Eine Stichprobenrealisierungx, die keine �Anderung in der Wahl der optimalen Aktion bewirkt, kann auch keinenBeitrag zur Verminderung des Schadenerwartungswertes liefern.Etwas spezi�scher betrachten wir Schadenfunktionen der Forms(a; #) = 8>>>>><>>>>>:s2 � (#� #0)k falls a = a0 und # > #0;s1 � (#0 � #)k falls a = a1 und # � #0;0 sonst;wobei k eine nichtnegative ganze Zahl ist. Die Schadenerwartungswerte bez�uglichder a priori Verteilung sindSE(a) = 8>><>>:s2 � R1#0 (#� #0)k � f(#) d# falls a = a0;s1 � R #0�1(#� #0)k � f(#) d# falls a = a1;(8)oder mit partiellen Erwartungswerten ausgedr�uckt:SE(a) = 8>><>>:s2 �E1#0 �(#0 � #)k� falls a = a0;s1 �E#0�1 �(#� #0)k� falls a = a1:Sei Y eine Zufallsvariable mit Dichtefunktion f(y). Ist deren momenterzeugendeFunktion (siehe z.B. Grimmett und Stirzaker (1982; p. 160))MY (t) = E [exp(tY )]= Z y0�1 exp(ty)f(y) dy + Z 1y0 exp(ty)f(y) dy= M (1)Y (t; y0) +M (2)Y (t; y0)



6 G. MARINELL UND G.U.H. SEEBERin einer o�enen Umgebung von 0 endlich, dann giltdkdtkM (1)Y (0; y0) = Ey0�1 �Y k� ;dkdtkM (2)Y (0; y0) = E1y0 �Y k� :(9)Bedenkt man, da� M (1)#0�#(t; #0) = exp(#0t) �M (1)# (�t;#0);M (2)#�#0(t; #0) = exp(�#0t) �M (2)# (t;#0);dann l�a�t sich (8) umformulieren zuSE(a) = 8>><>>:s2 � exp(�#0t) � dkdtkM (2)# (t;#0) falls a = a0;s1 � exp(#0t) � dkdtkM (1)# (�t;#0) falls a = a1:Dies erlaubt in manchen F�allen, die in (8) auftretenden Integrale auf einfachereFunktionen zur�uckzuf�uhren. So gilt z.B. f�ur eine normalverteilte Zufallsvariable Ymit Erwartungswert � und Varianz �2ddtM (1)y0�Y (0; y0) = �2 � fN (y0j�; �2) + (y0 � �) � FN (y0j�; �2);d2dt2M (1)y0�Y (0; y0) = (y0 � �) � �2 � fN (y0j�; �2) + �(y0 � �)2 + �2� � FN (y0j�; �2):3. Pr�aposteriorianalyse der Testsituation im Gau�modell� sei nun eine a priori normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert �0und Varianz �02. Es gelte die Hypothesen H0: � � �0 und H1: � > �0 zu testen.Die potentiellen Elemente der Stichprobe X1; X2; : : : ; Xn; : : : seien bei gegebenem �unbh�angige, normalverteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert � und bekannterVarianz �2. Die gemeinsame Verteilung des (f�ur � su�zienten) arithmetischen Mit-telwertes �X = 1=n � (X1+ � � �+Xn) und � ist dann eine bivariate Normalverteilungmit Erwartungswert m = E �( �X �)t� = (�0 �0)t



PR�APOSTERIORIANALYSE 7und Varianz-/KovarianzmatrixV = Var �( �X �)t� = 0@�02 + �2=n �02�02 �021A :Bezeichne n0 = �2=�02 den hypothetischen Stichprobenumfang, dann gilt f�ur denKorrelationskoe�zienten % von �X und �% = �0q�02 + �2=n = r nn+ n0und, falls n0 6= 0 und V damit invertierbar ist,V �1 = 1�2 �0@ n �n�n n + n01A :Unter der Voraussetzung s1 = s2 = 1 zeigt Berger (1985; p. 440), da�ddn EWSI(n) = �exp h�12 � � 1�02 + n02n � � (�0 � �0)2i � vk+1 � (��0)k+12 � p2� � (�2 + n�02)(k+2)=2 � pn ;wobei vk+1 das (k+1)-te absolute Moment einer Standardnormalverteilung bezeich-net. Daraus l�a�t sich der optimale Stichprobenumfang numerisch leicht bestimmen.Raiffa und Schlaifer (1961; p. 114 �) untersuchen lineare Schadenfunktionen.Sie geben eine approximative Formel zur Berechnung von nopt an und liefern eine"qualitative\ Analyse der Funktion ENSI(n).Wir betrachten etwas genauer den Spezialfall einer "konstanten\ Schadenfunktions(a; �) = 8>>>>><>>>>>:s2 falls a = a0 und � > �0,s1 falls a = a1 und � � �0,0 sonst.Dies ist insbesondere deshalb von besonderem Interesse, weil sich das klassischeTestproblem in diesen Rahmen einbetten l�a�t, siehe z.B. Marinell (1987). Neh-men wir an, die aufgrund der a priori Verteilung ermittelte optimale Aktion w�are



8 G. MARINELL UND G.U.H. SEEBERa0. Wegen (7) istEWSI(n) = E hs2 � �1� FN ��0 ����00(�x); �002��� s1 � FN ��0 ����00(�x); �002�i+ ;(10)wobei �00(�x) = n0 � �0 + n � �xn + n0der von �x und n abh�angige Erwartungswert und�002 = �2n + n0die nur von n abh�angige Varianz der a posteriori Verteilung, d.i. die bedingte Ver-teilung von � gegeben x, ist. Der Ausdruck in der eckigen Klammer von (10) istgenau dann positiv, wenn FN ��0 ����00(�x); �002� < s2s1 + s2 :Dies tri�t gerade dann zu, wenn �x > �x0 ist mit�x0 = �0 + n0n � (�0 � �0)� pn+ n0n � z� � �;(11)wobei � = s2=(s1 + s2) und z� das �-Quantil der Standardnormalverteilung ist.�x0 begrenzt jenen Bereich von Stichprobenrealisierungen, der die optimale Aktion�andert, m.a.W.f�xjaopt(�x) = a0 = aoptg = f�xj�x � �x0g und f�xjaopt(�x) = a1g = f�xj�x > �x0g:Aus (11) ist zu erkennen, da� der Schnittpunkt �x0 mit zunehmender Stichpro-bengr�o�e gegen �0 tendiert. Der Erwartete Wert der Stichprobeninformation (10)l�a�t sich nun als Integral �uber die bivariate Normalverteilung berechnen:(12) EWSI(n) =(s1 + s2) � Z 1�x0 Z 1�0 fN ((�x; �)jm;V ) d� d�x� s2 Z 1�x0 fN (�xj�0; �02 + �2=n) d�x:Steigen die Kosten c(n) f�ur die Erhebung der Stichprobe streng monoton mit demStichprobenumfang n, erh�alt man wegen ENSI(n) � EWPI mit maxnfc(n) �



PR�APOSTERIORIANALYSE 9EWPIg eine obere Schranke f�ur den damit auch existierenden optimalen Stichpro-benumfang.Zur Illustration betrachten wir ein einfaches numerisches Beispiel: Es sei � a priorinormalverteilt mit Erwartungswert �0 = 100 und Varianz �02 = 25. Die Varianz dernormalverteilten potentiellen Stichprobenelemente sei mit �2 = 100 bekannt, deren(bedingter) Erwartungswert sei �. Der hypothetische Stichprobenumfang ist dahern0 = 4. Die zur Entscheidung anstehenden Hypothesen seien H0: � � 98 und H1:� > 98; zu ber�ucksichtigen sei die "konstante\ Schadenfunktion mit s1 = 19 unds2 = 1. Dem entspricht ein Schadenverh�altnis von � = 0:05. Die aufgrund der apriori Informationen zu errechnenden Schadenerwartungswerte sind SE(a0) = 0:66und SE(a1) = 6:55, a0 ist also die anhand der a priori Verteilung ermittelte optimaleEntscheidung und es gilt EWPI = SE(aopt) = 0:66. Nehmen wir des weiteren an, dieKostenfunktion w�are der einfachen Gestalt c(n) = 0:01 �n, dann ist [EWPI =0:01] =66 eine obere Schranke f�ur nopt. Wie Abbildung 1 zeigt, besitzt der ErwarteteNettowert der Stichprobe bei n = 15 ein Maximum und es ist ENSI(15) = 0:12.-------------------------Abbildung 1 ungef�ahr hier-------------------------Die Berechnung des in (12) auftretenden Doppelintegrals ist ein numerisch dif-�ziles Problem, insbesondere wenn der Korrelationskoe�zient nahe bei 1 zu liegenkommt, was aber typischerweise dann der Fall ist, wenn der hypothetische Stich-probenumfang klein und die a priori Verteilung damit wenig informativ ist.Die Verteilungsfunktion der bivariaten Normalverteilung mit Erwartungswertmund Varianz-/Kovarianzmatrix V l�a�t sich als einfaches Integral darstellen (vgl.Tong (1990; p. 15):(13) FN (x1; x2jm;V ) =1p� � Z 1�1 FZ  p2 � j%j � z + a1p1� j%j ! � FZ  �% �p2 � j%j � z + a2p1� j%j ! � exp(�z2) dz;



10 G. MARINELL UND G.U.H. SEEBERwobei ai = xi � �i�i f�ur i = 1; 2,�% = 8>><>>:1 f�ur % � 0,�1 f�ur % < 0und FZ die Verteilungsfunktion der univariaten Standardnormalverteilung bezeich-net. Gau�-Hermite Quadratur (siehe etwa Thisted (1988, Kapitel 5.3)) bietet sichals einfach zu programmierendes numerisches Verfahren zur L�osung von Integra-len der Gestalt (13) an, das oft schon mit wenigen St�utzstellen ausreichend genaueL�osungen liefert. Nach unserer Erfahrung tri�t dies im Falle von (13) allerdingsnur f�ur gen�ugend kleine j%j zu { tats�achlich waren zur Berechnung der in Tong(1990) angef�uhrten Tabellen 120 St�utzstellen notwendig, um einen Fehler kleinerals 10�5 zu garantieren. Weniger aufwendigen Algorithmen, wie etwa der in Coxund Wermuth (1991) beschriebenen Approximation, mangelt es im allgemeinenan der erforderlichen Genauigkeit.Eine attraktive Alternative { sowohl was Programmieraufwand als auch Genau-igkeit betri�t { �ndet man in Drezner und Wesolowsky (1990). Das dortangegebene Verfahren berechnetL(x1; x2j%) = Z 1x1 Z 1x2 fN (u1; u2jm = 0; �1 = �2 = 1; %) du1du2im wesentlichen �uber die DarstellungL(x1; x2j%) = 12� � Z p1�%20 1p1� u2 � exp "�x21 � 2p1� u2x1x2 + x222u2 # du+ FZ(�maxfx1; x2g):(14)Gau�-Legendre Quadratur und garantiert schon bei 5 St�utzstellen einen maximalenFehler < 3 � 10�6, was f�ur unsere Zwecke ausreichend erscheint.



PR�APOSTERIORIANALYSE 11Es sei noch bemerkt, da� das Doppelintegral in (12) der GestaltL0@ �x0 � �0q�02 + �2=n) ; �0 � �0�0 ������r nn+ n01Aist. Allgemein l�a�t sich die Verteilungsfunktion nach Transformation der Integra-tionsgrenzen �uberFN(x1; x2jm = 0; �1 = �2 = 1; %) = L(x1; x2j%) + FZ(x1) + FZ(x2)� 1berechnen. 4. LiteraturBerger, J.O. (1985): Statistical Decision Theory. Second Edition. New York: Springer.Cox, D.R. und Wermuth, N. (1991): Approximations for Bivariate and Trivariate Nor-mal Integrals. Int. Statist. Rev. 59, 263{269.Drezner, Z. und Wesolowsky, G.O. (1990): On the computation of the bivariate nor-mal integral. J. Statist. Comput. Simul., 35, 101{107.Grimmett, G.R. und Stirzaker, D.R. (1982): Probability and Random Processes.Oxford: Clarendon Press.Marinell, G. (1987): Statistik. Zweite Auage. M�unchen: Oldenbourg.Marinell, G. und Seeber, G. (1990): Angewandte Statistik. Zweite Auage. M�un-chen: Oldenbourg.Raiffa, H. und Schlaifer, R. (1961): Applied Statistical Decision Theory. Cambridge,MA: M.I.T. Press.Thisted, R.A. (1988): Elements of Statistical Computing. Numerical Computation. NewYork: Chapman and Hall.Tong, Y.L. (1990): The Multivariate Normal Distribution. New York: Springer.
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